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3.1  机器人运动方程的表示 

3.1.1  机械手运动姿态和方向角的表示 

机械手的运动方向 

原点由矢量p表示。 

接近矢量a：z向矢量 

方向矢量o：y向矢量 

法线矢量n：它与矢量 

o和a一起构成一个右手 

矢量集合，并由矢量的交乘所规定：n = o  a。 
3.1 n,o,a p图  矢量 和

第三章    机器人运动学 
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3.1.1 机械手运动姿态和方向角的表示 

因此，变换T6具有下列元素。 

 

 

 

 

 

     

      

      

六连杆机械手的T矩阵（ T6 ）可由指定其16个元素的数
值来决定。在这16个元素中，只有12个元素具有实际含
义。 
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3.1.1 机械手运动姿态和方向角的表示 

用欧拉变换表示运动姿态 

机械手的运动姿态往往由 

一个绕轴x ，y 和 z 的旋转 

序列来规定。这种转角的 

序列，称为欧拉（Euler） 

角。 

欧拉角用一个绕 z 轴 

旋转ф角，再绕新的 y 轴 

旋转θ角，最后绕新 z 的 

轴旋转ψ角来描述任何可 

能的姿态，见图3.2。 

在任何旋转序列下，旋转次序是十分重要的。  

  

3.2图  欧拉角的定义



5 

3.1.1 机械手运动姿态和方向角的表示 

用RPY组合变换表示运动姿态  

    另一种常用的旋转集合是横滚（roll）、俯仰（pitch）
和偏转（yaw）。  

3.3图  用横滚、俯仰和偏转表示机械手运动姿态
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3.1.1 机械手运动姿态和方向角的表示 

对于旋转次序，规定： 

 

 

 

式中，RPY表示横滚、俯仰和偏转三旋转的组合变换。
也就是说，先绕 x 轴旋转角 ψ，再绕 y 轴旋转角θ，
最后绕 z 轴旋角ф 。  

(3.4)( , , ) ( , ) ( , ) ( , )RPY Rot z Rot y Rot x     
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3.1  机器人运动方程的表示 

3.1.2  平移变换的不同坐标系表示 
一旦机械手的运动姿态由某个姿态变换规定之后，它
在基系中的位置就能够由左乘一个对应于矢量p的平移
变换来确定： 
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某姿态变换 (3.5)
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3.1.2  平移变换的不同坐标系表示 

用柱面坐标表示运动位置  

用柱面坐标来表示机械手手臂的位置，即表
示其平移变换。如图3.4(a)所示，  

3.4图  用柱面坐标和球面坐标表示位置
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3.1.2  平移变换的不同坐标系表示 

用球面坐标表示运动位置  

用球面坐标表示手臂运动位置矢量的方法。这个方法
对应于沿轴平移，再绕轴旋转角，最后绕轴旋转角，
如图3.4(b)所示，即为：  

 

 

 

式中，Sph 表示球面坐标组合变换。 

( , , ) ( , ) ( , ) (0,0, )Sph r Rot z Rot y Trans r    (3.9)
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3.1  机器人运动方程的表示 

3.1.3  广义连杆和广义变换矩阵 

广义连杆  

机械手是由一系列连接在一起的连杆（杆件）构成的。
可以将连杆各种机械结构抽象成两个几何要素及其参
数，即公共法线的距离                       所在平面内两轴的
夹角     ；另外相邻杆件之间的连接关系也被抽象成两
个量，即两连杆的相对位置      和两连杆公垂线的夹
角     ，如图3.5所示。 
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3.1.3  广义连杆和广义变换矩阵 

广义连杆 

图3.5  Craig约定的连杆四参数及坐标系建立示意图 
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3.1.3  广义连杆和广义变换矩阵 

广义变换矩阵  

       在对全部连杆规定坐标系之后，就能够按照下列顺序由
两个旋转和两个平移来建立相邻两连杆坐标系               

之间的相对关系，见图3.6。 

（1）绕                                                      ，同zi方向一致，使
坐标系{i-1}过渡到{R}。 

（2）坐标系{R}沿       轴平移距离      ，把坐标系移到i轴上，
使坐标系{R}过渡到{Q}。 

（3）坐标系{Q}绕     轴转动       ，使{Q}过渡到{P}。 

（4）坐标系{P}再沿      轴平移一距离     ，使{P}过渡到和i

杆的坐标系{i}重合。 

 

ii 与1

Riii zzx 转到角，使轴旋转 111  

1ix 1ia

Qz 角i
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3.1.3  广义连杆和广义变换矩阵 

广义变换矩阵  

 

图3.6  连杆两端相邻坐标系变换示意图 
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3.1.3  广义连杆和广义变换矩阵 

广义变换矩阵 

这种关系可由表示连杆i对连杆i-1相对位置的4个齐次变换
来描述。根据坐标系变换的链式法则，坐标系{i-1}到坐标
系{i}的变换矩阵可以写成 

 

 

计算可得 

 

1 1i i R Q P

i R Q P iT T T T T  (3.11) 
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3.1.3  广义连杆和广义变换矩阵 

广义变换矩阵 

如果机器人6个关节中的变量分别是：  

则末端相对基座的齐次矩阵也应该是包含这6个变量的4×4

矩阵，即： 

 

 

 

上式就是机器人正向运动学的表达式，即：已知机器人各
关节值，计算出末端相对于基座的位姿。 

(3.14) 
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3.1.4  建立连杆坐标系的步骤和举例 

建立连杆坐标系的步骤归纳 

① 找出各关节轴，并画出这些轴线的延长线。在下面的
步骤2至步骤5中，仅考虑两条相邻的轴线（关节轴i和关
节轴i+1）。 

② 找出关节轴i和关节轴i+1之间的公垂线，以该公垂线与
关节轴i的交点作为连杆坐标系{i}的原点（当关节轴i和关
节轴i+1相交时，以该交点作为坐标系{i}的原点）。 

③ 规定zi轴沿关节轴i的方向。 

④ 规定xi轴沿公垂线     的方向，由关节轴i指向关节轴i+1

。如果关节轴i和关节轴i+1相交，则规定xi轴垂直于这两
条关节轴所在的平面。 

16 
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3.1.4  建立连杆坐标系的步骤和举例 

建立连杆坐标系的步骤归纳 

⑤ 按照右手法则确定yi轴。 

⑥ 当第一个关节的变量为0时，规定坐标系{0}与坐标系
{1}重合。对于坐标系{n}，其原点和xn轴的方向可以任意
选取。但在选取时，通常尽量使得连杆参数为0。 
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3.1.4  建立连杆坐标系的步骤和举例 

建立连杆坐标系举例 

例3.1  图3.7所示为一个平面三连
杆机器人。因为三个关节均为转
动关节，因此有时称该机器人为
RRR（或3R）机构。为此机器

人建立连杆坐标系并写出其
Denavit-Hatenberg参数。 
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图3.7 一个三连杆平面机器人 
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3.1.4  建立连杆坐标系的步骤和举例 

建立连杆坐标系举例 

解：建立如图3.8的坐标系。该
平面三连杆机器人对应的
Denavit-Hartenberg参数如表3.1

所示。 
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图3.8 三连杆机器人连杆坐标系的设置 

表3.1 三连杆平面机器人的连杆参数表 



3.2 机器人运动方程的求解 

3.2.1 逆运动学求解的一般问题 

1. 解的存在性 

逆运动学的解是否存在取决于期望位姿是否在机器人的
工作空间内。简单的说，工作空间是机器人末端执行器
能够达到的范围。若解存在，则被指定的目标点必须在
工作空间内。如果末端执行器的期望位姿在机器人的工
作空间内，那么至少存在一组逆运动学的解。 

20 



3.2.1 逆运动学求解的一般问题 

1. 解的存在性 

在可达工作空间的内部，达到目标点的机器人关节有两
组可能的解；在工作空间的边界上则只有一种可能的解。 
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图3.9 连杆长度为L1和L2的两连杆机器人 



3.2.1 逆运动学求解的一般问题 

2. 多解性问题 

如下图，当机器人的前2节连杆处于图中的虚线位形时，
末端执行器的位姿与第一个位形完全相同。即对该平面
三连杆机器人而言，其逆运动学存在两组不同的解。 
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图3.10 三连杆机器人，虚线代表第二个解 



3.2.1 逆运动学求解的一般问题 

2. 多解性问题 

如下图，在没有障碍物的情况下，可以按照“最短行程
解”的进行选择；但当环境中存在障碍物的情况下，这
时可能需要选择“较长行程解” 。 
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图3.11  环境中有障碍物时的多解选择 



3.2.2 逆运动学的代数解法与几何解法 

1. 代数解法 
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图3.7 一个三连杆平面机器人 
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3.2.2 逆运动学的代数解法与几何解法 

1. 几何解法 
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图3.12 平面两连杆机器人的逆运动学求解 
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3.2.3  逆运动学的其他解法 

1. 欧拉变换解 

基本隐式方程的解  

令 

 

由式(3.2)和(3.47)得到： 

TEuler ),,(  (3.47)
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1. 欧拉变换解 

得到9个隐式方程，如下： 
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1. 欧拉变换解 

用双变量反正切函数确定角度  

     在求解时，总是采用双变量反
正切函数atan2来确定角度。
atan2提供二个自变量，即纵坐
标和横坐标，见图3.13。当 -

π≤θ≤ π，由atan2反求角度时，
同时检查y和x的符号来确定其
所在象限。这一 

函数也能检验什么时候x或y为
0，并反求出正确的角度。
atan2的精确程度对其整个定义
域都是一样的。  

  

3.13图  反正切函数atan2
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1. 欧拉变换解 

用显式方程求各角度 

     要求得方程式的解，采用另一种通常能够导致显式解
答的方法。用未知逆变换依次左乘已知方程，对于欧

拉变换有：   

 

 

 

 
式(3.61)的左式为已知变换的函数，而右式各元素或者

为0，或者为常数。  

),(),(),( 1  zRotyRotTzRot 

),(),(),( 11  zRotTzRotyRot 

(3.61)

(3.62)
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     求解方程，整理之后确定其等价欧拉角： 

 

 

 

 

 

     如果已知一个表示任意旋转的齐次变换，那么就能够
确定其等价欧拉角。 
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1. 欧拉变换解 
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2. RPY变换解 

直接从显式方程来求解用滚动、俯仰和偏转表示的变
换方程。 

RPY变换各角如下： 
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3. 球面变换解 

把求解滚、仰和偏变换方程的技术用于球面坐标表示

的运动方程。  

球面变换的解为： 

zyx
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pp


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3.3  机器人运动的分析与综合举例  

3.3.1  机器人正向运动学举例 

 

PUMA 560是属于关节式机器人，6个关节都是转
动关节。前3个关节确定手腕参考点的位置，后3
个关节确定手腕的方位。 

各连杆坐标系如图3.14所示。相应的连杆参数列于
表3.2。 
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3.3.1  机器人正向运动学举例 

 

3.14 PUMA 560图  机器人的连杆坐标系

( )a  结构图 ( )b  坐标图



35 

3.3.1  机器人正向运动学举例 

 

3.2 PUMA 560表  机器人的连杆参数
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3.3.1  机器人正向运动学举例 

据式(3.13)和表3.2所示连杆参数，可求得各连
杆变换矩阵如下：  
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3.3.1  机器人正向运动学举例 

各连杆变换矩阵相乘，得PUMA 560的机械手变换
矩阵： 

 

 

     即                  为关节变量的函数。  
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于是，可求得机械手的变换矩阵： 





















1000

6

1

1

0

6

0

zzzz

yyyy

xxxx

paon

paon

paon

TTT

3.3.1  机器人正向运动学举例 
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3.3.2  机器人逆向运动学举例 

将PUMA 560的运动方程（3.88）写为： 

 

 

 

 

 

若末端连杆的位姿已经给定，即               为已知，则求关节变
量                 的值称为运动反解。 

 

 

 

 

)()()()()()(

1000

66

5

55

4

44

3

33

2

22

1

11

0

6

0  TTTTTT
paon

paon

paon

T
zzzz

yyyy

xxxx





















 (3.89)

pao,n, 和

621 ,,,  
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3.3.2  机器人逆向运动学举例 

 

求  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

式中，正、负号对应于      的两个可能解。  

 

2

1 2 1 2

2

2 2
1

2 2 2

1 2 2

sin( ) / ; cos( ) 1 ( / )

atan2 , 1

atan2( , ) atan2( , )y x x y

d d

d d

p p d p p d

     

 
 



     

 

        
    


    


1

(3.94)

1
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3.3.2  机器人逆向运动学举例 

 

求  
 

 

 

 

   式中，正、负号对应      的两种可能解。 
 

求 
 

根据           解的四种可能组合可以得到相应的四种可能值    ，于
是可得到    的四种可能解： 

 

 

 

式中，    取与     相对应的值。 

 
 

 

3

),(2atan),(2atan 22

4

2

3433 kdakda 

3

(3.97)

2

31  和 23

2

3232   (3.103)

2 3
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3.3.2  机器人逆向运动学举例 

求 

  

 

求 

 

 

求 

 

 

 

 

  

4

),(2atan 23231231114 sacsaccacasa zyxyx  (3.105)

),(2atan 555 cs (3.108)

5

6

),(2atan 666 cs (3.111)



3.3.2  机器人逆向运动学举例 

PUMA 560型机器

人到达一个确定的
目标位姿共有8组

不同的解。在机器
人存在多种解的情
况下，应选取其中
最满意的一组解，
以满足机器人的工
作要求。 
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图3.15  PUMA 560的4组解 



3.4  机器人的雅可比公式 

3.4.1  机器人的微分运动 

微分平移和微分旋转 

既可以用给定的坐标系也可以用基坐标系来表示微分
平移和旋转。 

 

 

 

 

式(3.113)和(3.114)中有一共同的项： 

(3.113)T)I)d,(Rot)d,d,d(Trans(dT zyx  f

)I)d,(Rot)d,d,d(Trans(TdT zyx  f

I)d,(Rot)d,d,d(Trans zyx f

(3.114)
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3.4.1  机器人的微分运动 

表示微分平移的齐次变换为： 

 

 

 

 
可把微分旋转齐次变换表示为：  





















1000

100

010

001

),,(
z

y

x

zyx
d

d

d

dddTrans



























1000

01

01

01








dfdf

dfdf

dfdf

)d,(Rot
xz

xz

yz

f
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3.4.1  机器人的微分运动 

刚体或坐标系的微分运动矢量：  

(3.118)













































d
DD ，或

z

y

x

z

y

x

d

d

d














































T

T

T

z

T

y

T

x

T

z

T

y

T

x

T

T d
D

d

d

d

D 或, (3.119)



3.4.1  机器人的微分运动 

微分运动的等价变换 

要求得机械手的雅可比（Jacobian）矩阵，就需要把一
个坐标系内的位置和姿态的小变化，变换为另一坐标
系内的等效表达式。 

对基坐标系的微分变化变换为对坐标系T的微分变化： 
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














 












dpd
T

TT

T

T

R

)(SRR

0
(3.128)



















zzz

yyy

xxx

aon

aon

aon

R (3.129)



3.4.1  机器人的微分运动 

变换式中的微分关系 

根据微分坐标变换T和微分旋转变换Δ决定TΔ的各元。
如果要从TΔ的各微分矢量来求微分矢量Δ，可从式
(3.120)左乘T和右乘T-1，以求得下列变换表达式： 

 

或者 
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1 TT T

)()( 111   TT T (3.131)
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3.4.2  雅可比矩阵的定义与求解 

雅可比矩阵的定义 

 

     

式中，   称为末端在操作空间的广义速度，简称操作
速度； 为关节速度；     是的偏导数矩阵，称为机械
手的雅可比矩阵。它的第i行第j列元素为 

 

 

      

对于给定的          ，雅可比       是从关节空间速度向
操作空间速度映射的线性变换。  

 

 

(3.135)qqJx  )(

nji
q

x

j

i
ij ,,2,1;6,,2,1,

)(
)(  






q
qJ

x
q )( qJ

(3.136)

nRq )( qJ
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3.4.2  雅可比矩阵的定义与求解 

雅可比矩阵的求法 

矢量积法 

对于移动关节，有 

 

 

 

对于转动关节，有 

 

 

       

式中，     表示夹手坐标原点相对坐标系       的位置矢量在
基坐标系       中的表示 。 

(3.142)


























00

i

ii

i z
Jq

zv
，










 








 








 










i

n

i

ii

i

n

i

i

ii

i

n

i

i R
J

z

pz

z

pz
q

z

pzv )(
,

000




0

n

i
p

}{o
}{i

(3.143)
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3.4.2  雅可比矩阵的定义与求解 

微分变换法 
对于转动关节有： 

 

 

 

 

 

对于移动关节有： 

 

 

 

 

 

式中，                              的四个列向量。 

(3.149)










































z

z

z

ai

T

z

z

z

li

T

a

o

n

JJ ，

)(

)(

)(

ap

op

np

n

iT是和pao,n,





































0

0

0

ai

T

z

z

z

li

T J

a

o

n

J ， (3.150)
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微分变换法 

雅可比         自动生成的步骤如下：  

计算各连杆变换  

计算各连杆至末端连杆的变换 

 

计算       的各列元素 ，第i列            决定。 

)(T
qJ

n

n TTT 1

2

1

1

0 ,,, 

nnn

i

i

i

n

i

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n TTTTTTTTTTT 1

1

00111

1

2211 ,,,,,  



 

)( qJ n

i

i

T TJ 由

3.4.2  雅可比矩阵的定义与求解 



3.4.3  机器人雅可比矩阵计算举例 

V-80机器人的雅可比矩阵 
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


























545235423

6465465236465423

6465465236465423

5354325324544232254

65332646544324232264654

65332646544324232264654

)(

)(

)(

)())(())((

)())(())((

)(

ssccscs

ccscscsccssccs

scccssscsscccs

cascsaccadscdscass

ssacacssccdsadscaccscs

csacasscccdsadscascccs

T
qJ
























10

0

0

000

000

000

554

66564654

66564654

53544

653646544

653646544

css

css)ccscs(

scsscccs

cascd

csa)csscc(d

csa)ssccc(d



3.4.3  机器人雅可比矩阵计算举例 

PUMA 560机器人的雅可比矩阵 

微分变换法 

 

 

 

 

 

矢量积法 
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
































5235423

65236465423

65236465423

1

1

1

1

ccscs

ssc)csscc(s

csc)ssccc(s

J

J

J

)(J z

T

y

T

x

T

T
q








 


621

0

6

6

6

0

6

2

2

0

6

1

1

zzz

pzpzpz
qJ




)(



 3.5 小结 

机器人运动方程的表示 

用变换矩阵表示机械手的运动方向 

用横滚．俯仰和偏转角表示运动姿态 

广义连杆和广义变换矩阵 

机器人运动方程的求解 

逆向运动学的可解性、多解性 

代数法 

几何法 

PUMA560机器人运动方程的表示和求解 

机器人位置和姿态的微小变化问题 

机器人雅可比公式 
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